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Lernziele der Vorlesung

= Algorithmen
= Sortieren, Suchen, Optimieren

« Datenstrukturen
« Reprasentation von Daten
= Listen, Stapel, Schlangen, Baume
=« Techniken zum Entwurf von Algorithmen
« Algorithmenmuster
« QGreedy, Backtracking, Divide-and-Conquer

Analyse von Algorithmen
= Korrektheit, Effizienz
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Analyse von Algorithmen

« Effizienz
= Bedarf an Speicherplatz und Rechenzeit

= Wachstum (Wachstumsgrad, Wachstumsrate) der Rechenzeit bei
steigender Anzahl der Eingabe-Elemente (Laufzeitkomplexitat)
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Uberblick

=« Kontext
= EinfUhrung

= Funktionenklasse @
= Definition, lllustration, Beispiele

= weitere Funktionenklassen
= Definition, lllustration, Beispiele

« Anwendung in der Laufzeitbeschreibung
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Effizienz

Bedeutung der Effizienz eines Algorithmus durch

Begrenztheit von Ressourcen gegeben

Sortieralgorithmus A benotigt n?  Schritte fiir n Elemente

Sortieralgorithmus B bendétigt nlog,n Schritte flir n Elemente
Computer 1: 10? Schritte / s, Computer 2: 107 Schritte / s
EingabegroRe: 10° Elemente

Laufzeit: Algorithmus A Algorithmus B
Computer 1 17 min 0.02 s
Computer 2 2d8h 2s
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Effizienz

« Laufzeitkomplexitat dominiert die benoétigte
Berechnungszeit fur grol3e Eingaben

= durch Hard- und Software bedingte Unterschiede
weniger entscheidend

= Anmerkung:
Speicherbedarf oder Kommunikationsbandbreite
konnen auch bei der Effizienzanalyse relevant sein.

« Fokus auf Laufzeitkomplexitat eines Algorithmus

Universitat Freiburg - Institut flr Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Uberblick

« Kontext
« EinfUhrung

= Funktionenklasse @
= Definition, lllustration, Beispiele

= weitere Funktionenklassen
= Definition, lllustration, Beispiele

« Anwendung in der Laufzeitbeschreibung
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Maschinenmodell

= Maschine
= mit wahlfreiem Speicherzugriff (RAM)
= Mmit einem Prozessor
= Speicherhierarchie wird vernachlassigt (z. B. Cache)
= kann Algorithmus als Programm ausfuhren

« Schritte eines Algorithmus sind zeitkonstante Anweisungen
= werden in konstanter Zeit ausgefuhrt
= Laufzeit unabhangig von der Eingabe
= Laufzeitunterschiede einzelner Schritte werden vernachlassigt.

= Addieren, Runden, Kopieren, bedingte Verzweigung, Aufruf eines
Unterprogramms

= Sortieren ist kein Schritt
(sinnvolle Definition von Schritten!)
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Analyse der Laufzelteffizienz

« Laufzeit hangt von der Komplexitat der Eingabemenge ab
= oft die Anzahl der Elemente n

= Laufzeit wird oft durch eine Funktion der Anzahl der
Eingabeelemente f (n) beschrieben

7
ns +n+7
s + 3n -+ 10

= Laufzeit von Algorithmus 1: fl(n)
= Laufzeit von Algorithmus 2: fa(n)

« Wie vergleicht man die Effizienz der Algorithmen??
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Anzahl der Eingabeelemente n

= entscheidend ist das Verhalten flr grof3e Eingaben
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Wachstumsrate

= Ublicherweise interessiert nur der Term hdchster Ordnung.
=« Terme niedriger Ordnung werden ignoriert.
=« Konstante Faktoren werden ignoriert.

filn) =ns +n+7 n
—

fa(n) = 2ns + 3n + 10 n

o EN BEEG{EN|

. Wachstumsrate ns < ns
« Algorithmus 2 ist effizienter als Algorithmus 1.

= = asymptotisches Verhalten (Wie verhalt sich die Funktion
far Eingabegroften gegen unendlich?)
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Asymptotische Analyse

« Methode zur Einschatzung des Grenzverhaltens einer
Funktion (bei uns Laufzeitverhalten fur wachsende
Eingabegroflien)

« Fokus auf den wesentlichen Trend des Grenzverhaltens

=« ermoglicht die Einordnung von Funktionen in
Funktionenklassen

= Beispielsweise konnen die Landau-Symbole 0, O, Q
verwendet werden, um Klassen von Funktionen zu
beschreiben.

« Funktionenklassen werden zur Beschreibung von Laufzeit
bzw. Komplexitat von Algorithmen verwendet
(aymptotische Effizienz eines Algorithmus).
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Uberblick

=« Kontext
= EinfUhrung

= Funktionenklasse ®
= Definition, lllustration, Beispiele

= weitere Funktionenklassen
= Definition, lllustration, Beispiele

« Anwendung in der Laufzeitbeschreibung
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Landau-Symbol ®

f€0(g):

dcy >0 des >0 dng VYn > ng :

c1-g(n) < f(n) < cz-g(n)

« fund g sind Funktionen, die Laufzeiten beschreiben:
f,g:N—>R"*

« fist Element der Menge Theta von g, wenn zwei positive

Konstanten c, und c, existieren, sodass der Funktionswert
f(n) ab einem bestimmten n=n, immer zwischen c,-g(n) und

C,'g(n) liegt.
= Wie sich f und g fur n<n, verhalten, spielt keine Rolle.
= Anschaulich: f wachst genauso schnell wie g.
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lllustration

10000} Zahi der Schritte ' @(g) €2 - g(n)

] (Laufzeit [s])

= fund g haben die gleiche Groldenordnung.
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Beispiel

= fi(n) = 3n*+3n
f1 € @(712) ?

« Existieren c,, c,, und n,, sodass fur n>n, gilt:

cin’ < %n2 +3n < con? ?
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L o
Beispiel -
" Clé%_l_%SCQ
= FUrn — o0 %+%%%und%+%2%;cl
« FUr n=1 ;%4—%:5202

in? 4+ 3n € O(n?),
da fuer n > 1 gilt:

1-n?<in?*4+3n<I.n?
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Beispiel

_ 72
3307 zahl der Schritte 2
1 (Laufzeit [s]) _
300 c2=7/2 hatte man auch kleiner oder
] groRer wahlen kénnen,
] spielt aber keine Rolle.
2601
2001
150
100 1.2
: Sn” + 3n
501 1 2
; 7
0  ¢1=1/2 hatte man auch kleiner
U 2 4 B B 10 wahlen konnen, spielt aber keine
Anzahl der Eingabeelemente n Rolle. c1 hétte nicht groRer gewahlt

werden konnen, aber auch egal.
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Beispiel

« fi(n) =n?

f1 € @(nQ) ?

« Existieren c,, c,, und n,, sodass fur n>n, gilt:

cin’® < n3 < con? ?

= 1 SN
= FUr jedes c, existiert ein n mit n>c,.

« n? ¢ O(n?)
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Noch mehr Beispiele

« Es interessiert nur der Term hochster Ordnung,
der am schnellsten wachsende Summand

= Terme niedriger Ordnung und Konstanten werden ignoriert.
2-n°+7-n—20¢c O(n?)
2-n? 4+ 7-nlogn — 20
7 - nlogn — 20
5,

2-n?+7-nlogn + n’

« Laufzeit eines Algorithmus wird Gber Funktionenklasse
beschrieben.
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Typische Funktionenklassen E'
zur Effizienzbeschreibung
f e 0(1) zeitkonstant, f ist beschrankt
f € ©(logn) = O(log,n)| logarithmisch wachsende Funktionen
f € 06(n) linear wachsende Funktionen
f € O(nlogn) n-log-n wachsend, superlinear
f € ©(n?) quadratisch wachsende Funktionen
f € 9(n?) kubisch wachsende Funktionen
f € ©(n*) polynomiell wachsende Funktionen
f e o2 exponentiell wachsende Funktionen
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Praktische Relevanz der
Funktionenklassen

= 1 Rechenschritt benotigt 0.001s

Maximale Problemgrof3e bei gegebener
Rechenzeit und Laufzeitkomplexitat

Laufzeit{ . 1 Sekunde 1 Minute 1 Stunde
Komplexitat
n 1000 60000 3600000
n2 31 244 1897
n3 10 39 153
2" 9 15 21
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Praktische Relevanz der
Funktionenklassen

Rechner B 10fach schneller als Rechner A

Maximale Problemgrolie auf Rechner B bei
gegebener Problemgrof3e p auf Rechner A

Laufzeit / Problemgrof3e
Komplexitat auf Rechner B
n 10 p
n2 3.16 p
n3 215p
2n p+3.32=p+log, 10  10-2P = 2!08:10. 9p — 9p+log, 10

« Polynomielle Laufzeiten erlauben die Bearbeitung einer um
einen Faktor grof3eren Problemgrofde bei schnellerer Hard-
/ Software. Exponentielle Laufzeiten nicht.
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Kurz zum Logarithmus

= Logarithmen l6sen Gleichungen der Form a = b"
bei gegebenen a und b: n = log,a

=« Bezeichnungen:

log.a = Ina log;pa =1ga log,a = lda
= bei loga ist die Basis aus dem Kontext klar, bei uns oft 2
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lllustration

(Laufzeit [s])

Zahl der Schritte 2° =64 10g2 n

log.n

102 = 100
log,gn

I:IJ 1 ] ] ] ] ] ] 1 ] ]
20 40
Anzahl der Eingabeelemente n

I
Tl
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Einige Rechenregeln

« Umkehrfunktionen
ploss™ =n  log, (b") =n log, (256) = log, (2°) =8
« Produktregel
log,(m - n) = logym + log,n
=« Potenzregel
log, (n") =1 - logyn
« Basisumrechnung
log_n = log,b log,n

konstant

= daher O(logn) = ©(log,n) fir beliebige Basis b
und wir sind wieder beim Thema.
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Zusammenfassung zu ©

= O(g) beschreibt eine Klasse von Funktionen

f € ©(g), wenn f bis auf einen konstanten Faktor gleich
schnell wachst wie g

« ¢ ist eine asymptotisch scharfe obere und
untere Schranke von f

= fwird einer Funktionenklasse g zugeordnet, indem

= nur der Term hochster Ordnung betrachtet wird
(der am schnellsten wachsende Summand)

= Terme niedriger Ordnung und Konstanten ignoriert werden
« Beispiele:
2.-n?+7-n—20¢€ O(n?)
7 - nlogn — 20 € ©(nlogn)
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Uberblick

=« Kontext
= EinfUhrung

= Funktionenklasse @
= Definition, lllustration, Beispiele

= weitere Funktionenklassen
= Definition, lllustration, Beispiele

« Anwendung in der Laufzeitbeschreibung
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Landau-Symbol O

= Wenn eine Funktion nicht von oben und von unten
beschrankt wird, sondern nur von oben
(obere asymptotische Schranke), dann wird O verwendet.

feO(g):dc>0 Ing Yn>ng: f(n) <c-gn)

« fist Element der Menge Gross-O von g, wenn eine positive
Konstante c existiert, sodass der Funktionswert f(n) ab einem
bestimmten n=n, immer kleiner oder gleich c-g(n) ist.

= Wie sich f und g fur n<n, verhalten, spielt keine Rolle.

« Anschaulich: f(n) wachst hochstens so schnell wie g(n)
bzw. c-g(n).
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lllustration

soo07 Zahl der Schritte C: 57(71)
1 (Laufzeit [s])

ADDDE
HDDD;

20004

1000 +

= fist hochstens von der Groldenordnung von g.
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Beispiele

« Es interessiert nur der Term hochster Ordnung,
der am schnellsten wachsende Summand

= Terme niedriger Ordnung und Konstanten werden ignoriert.
= f(n) muss nur von oben durch c-g(n) beschrankt sein.

2-n°+7-n—20¢c O0(n?)
2-n? 4+ 7-nlogn — 20
7 - nlogn — 20
5
2-n?+7-nlogn + n’
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Landau-Symbol O

= Wenn eine Funktion nicht von oben und von unten
beschrankt wird, sondern nur von unten
(untere asymptotische Schranke), dann wird Q verwendet.

feQg):3de>0 Ing Vn>ng: f(n) >c-gn)

« fist Element der Menge Gross- QQ von g, wenn eine positive
Konstante c existiert, sodass der Funktionswert f(n) ab einem
bestimmten n=n, immer grol3er oder gleich c-g(n) ist.

= Wie sich f und g fur n<n, verhalten, spielt keine Rolle.

= Anschaulich: f(n) wachst mindestens so schnell wie g(n)
bzw. c-g(n).
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lllustration

5000
1 (Laufzeit [s])
40001
3000:

20004

1000 +

Zahl der Schritte f1 (n) - Q(g )

fa(n) € Q(g)

c-g(n)

= fist mindestens von der Grofenordnung von g.
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Beispiele

« Es interessiert nur der Term hochster Ordnung,
der am schnellsten wachsende Summand

= Terme niedriger Ordnung und Konstanten werden ignoriert.
« f(n) muss nur von unten durch c-g(n) beschrankt sein.

2-n?+7-n—20¢eQ(n?)
2-n? 4+ 7-nlogn — 20
7 - nlogn — 20
5
2-n?+7-nlogn + n’
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Landau-Symbole o und o

« asymptotisch nicht scharfe Schranken
=« Obere Schranke
feolg):Ve>0 dng Vn>ng: f(n) <c-g(n)
« fwachst langsamer als g (ist von kleinerer Grof3enordnung)
« 2-n€o(n?) 4-n*¢o(n?
= untere Schranke
few(g):Ye>0 dng Vn>ng: f(n)>c-gn)
=« fwachst schneller als g (ist von hoherer Groldenordnung)
2-n% €w(n?) 4-n* ¢ w(n?)
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Zusammenfassung
O-Notation

F€0(g):3e1>0 3ea>0 Ing Vn>ng:er-gn) < f(n) <ecs-gn)
f€0(g):3e>0 dng Vn>ng: f(n) <c-g(n)
feQg):3e>0 dIng Yn>ng: f(n) >c-gn)
feolg):YVe>0 dng Vn>ng: f(n) <c-g(n)

few(g):Ye>0 dng Vn>ng: f(n) >c-gn)
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Zusammenfassung
Eigenschaften

= Transitivitat f€0(g)NgeB(h) — f € O(h)
f€0(g)NgeO(h)— f € O(h)
feQg)NgeQh)— feQh)
feolg)Ng€o(h) = fe€oh)
few(gNgewh)— fewh)

Reflexivitat feoe(f) feQf) feo(f)

Symmetrie f€0O(g) < geO(f)

Austausch-Symmetrie f €0(g) < g€ Qf)
feolg) < gew(f)

Universitat Freiburg - Institut far Informatik - Graphische Datenverarbeitung



Uberblick

=« Kontext
= EinfUhrung

= Funktionenklasse @
= Definition, lllustration, Beispiele

= weitere Funktionenklassen
= Definition, lllustration, Beispiele

« Anwendung in der Laufzeitbeschreibung
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Uns reicht oft O

= Laufzeiten werden oft mit O beschrieben
(Vernachlassigung der unteren Schranke).

Oftwird f = O(g) statt f € O(g) geschrieben.

f=0(h)Ng=0O(h) = f+g=0(h)
apn® + ap_ 1"t 4+ .+ an 4+ ag = O(n”)
fn)=c-g(n) = f=0(g)
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O-Kalkdl

« Einfache Regeln

= Addition

= Multiplikation

f=0(f)
0(0(f)) = O(f)
FO(f) = O(f)
O(f + k) = O(f)

O(f)-O(g) =O(f - g)
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Zusammenfassung

Werkzeuge zur Analyse der Effizienz von Algorithmen

= Effizienz, Laufzeitkomplexitat: Wachstum (Wachstumsgrad,
Wachstumsrate) der Rechenzeit bei steigender Anzahl der
Eingabe-Elemente

=« Beschreibung der asymptotischen Effizienz durch
Funktionenklassen
= Konzentration auf das Wesentliche bei der Laufzeitbeschreibung

« Landau-Symbole

= zur Beschreibung von asymptotisch scharfen bzw. nicht scharfen
Schranken fur die Beschreibung der Laufzeitkomplexitat

= O

= zur Beschreibung oberer asymptotischer Schranken von Laufzeiten
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Nachstes Thema

= Analyse von Algorithmen
« Abschatzung der Laufzeit von Algorithmen
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